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N~herungsformeln ftir die Zylinderfunktionen far gro•e Werte 
des Arguments und unbeschr~nkt ver~nderliche Werte des Index. 

Von 

P. DEBYE in Mfinchen. 

w  

Vorbemerkungen. 
In der ausgedehnten Literatur der Zylinderfunktionen finder man fast 

ausschlie•lich zwei Arten yon Reihenentwicklungen, die fibrigens der 
Natur der fiir diese Funktionen geltenden Differentialgleichung - -  wir 
schreiben sie ( ~ d~-u 1 du_t_ 1 - -  0 

cix,  + u d x  x'- u =- - -  

am unmittelbarsten angepaBt sind. Bet der einen Art geht man veto 
singul~iren Punkt x ~ 0 aus, dieselben schreiten nach positiven Dotenzen 
yon x fort' und sind in der ganzen Ebene konvergent. Bet der zweiten 
Art bildet der wesentlich singuliire Punkt x----oo den Ausgangspunkt, 
die betreffenden yon H a n k e l  am eingehendsten untersuchten Reihen 
schreiten nach negativen Potenzen yon x fort und sind semikonvergent 
im Sinne P o i n c a r d s .  Wii&rend die erste Art der Entwicklung nur filr 
kleine Wer~e yon x zur wirklichen numerischen Rechnung praktisch 
brauchbar ist, sollen die Hankelschen Entwicklungen dasselbe leisten ftir 
den Fall  sehr gro•er Werte des Arguments. Indessen sieht man aus den 
betreffenden Formeln sofort, dai~ letzteres nur zutrifft, solange der Index 
im Vergleich mit dem Argumente x eine kleine Zahl ist, ein Umstand, 
der ihrer  Verwertung bet allen denjenigen optisehen Problemen eine Grenze 
steckt, bet denen die Abmessungen der veto Lichte getroffenen KSrper groB 
gegeniiber der Wellenliinge sind. Ahnliches gilt ganz aUgemein bet kleiner 
Wellenliinge, nicht nur im Falle yon Zylinder- oder Kugel-Symmetrie; die 
dann auftretenden Schwierigkeiteu sind in analoger Weise zu iiberwinden. 
Handelt  es sich z. B. um die Berechnung des elektromagnetischen Feldes um 
einen yon einer ebenen einfallenden Welle getroffenen Zylinder, so erhi~l~ 
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man f'tir eine Komponente des elektl'ischen Feldes ohne Miihe eine Darstellung~ 
die for~schreitet nach Zylinderfunktionen (oder komplizierteren Komplexen 
solcher Funktionen), deren Argument der groi3en Zahl: Zylinderradius 
dutch Wellenl~nge proportional ist und deren Index alle Werte yon Null 
his <x~ durchl~iuf~. Zu dem Werte dieser Reihe tragen auch noch die- 
jenigen Glieder wesenflich bet, ftir die a mit x vergleichbar wird, in welehem 
]?alle die ]:Iankelschen Ent~wicklungen versagen. Es wird deshalb im folgea- 
den unsre Aufgabe sein, solche Entwicklungen anzugeben, welche die Zylinder- 
funktionen asym2.totisch ersetzen kSnnen fiir grofle Werte des Arguments bet 
unbeschrdnkt veriinderlichen Werten des lndex. Dabei wollen wir uns auf 
den einfachshm Fall beschr~nken,, dab sowohl a wie x reell sind. Die 
Ausdehnung auf komplexe Werte yon a und x, die iibrigens nach dem- 
selben Verfahren gemaeht wird, werde ich gelegentlich an anderer Stelle 
mitteflen. Wie die betreffenden' Formeln zu benutzen sind, habe ich in- 
zwisehen bet der Berechnung des Lichtdrucks auf Kugeln in meiner 
Mttnchener Dissertation gezeigt, w~hrend die Anwendung auf die Theorie 
tier Beugung in einem Vortrag au~ der Naturforscherversammlung in CSln 
angedeut~t wurde.*) E~ set iibrigem bemerkt, d ~  Lord Ray leigh**) 
schon daxauf hinwies, dai3 es ffir die LGsung der optischen Probleme bet 
Kugeln und Zylindern notwendig set, niiherungsweise. Darstellungen der 
Zylindeffunktionen der oben definier~en Art zu kennen. Wit wollen jetzt 
im folgenden zeigen, wie man naturgem~I3 auf solche Darstellungen geffihrt 
wird, wean man ftir die Zylinderfunktionen die auf komplexem. Wege 
genommenen Integraldarstellungen benutzt. Der Weg der Ableitung an 
sich ist nieht neu, das Prinzip der Methode wird, wie ich nachtr~glich 
bemerkte, klar ausgesproehen in einem yon H. A. Schwarz ausgearbeiteten 
Fragment des Riemannschen  Nachlasses:***) ,,Sullo svolgimento del 
quoziente di due serie ipergeometriche in frazione continua infinita." Das 
Verfahren wird in dieser Arbeit vo=. Riemann dazu benutzt, den Grenzwert 
der hypergeome~rischen Reihe 

H ( a T n ,  bWn, c+2n,  x) 
zu bestimmen ftir sehr groBe Werte yon n. Mittels derselben Methodo 
bestimmen Graf  und Oubler~') in ihrem Buche den Orenzwert 

lira ,Y. (a x) 

*) Phys. Ztsobx. 9, S. 775, 1908 und Verhdl. d. Deutschen physik. Ges. 10, 
S. 741, 1908. 
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